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1. Постановка задачи
Рассмотрение задачи проводится на стандарт
ном вероятностном пространстве (Ω,Ft,F=(Ft)t≥0,P)
[1, 2]. Через Pt=P|Ft обозначается сужение меры P
на Ft. На финансовом рынке обращаются рисковые
(акции) и безрисковые (банковский счет, государ
ственные облигации) активы, текущие цены кото
рых St и Bt в течение интервала времени t∈[0,T]
определяются уравнениями из [3, 4]
(1.1)
где Wt – стандартный винеровский процесс, σ>0,
r>0, S0>0, B0>0, решение которых имеет вид
(1.2)
Считаем, что текущее значение капитала инвесто
ра Xt определяется в виде [1, 2]
(1.3)
где πt=(βt,γt) пара Ft – измеримых процессов, соста
вляющая портфель ценных бумаг инвестора. За
обладание акцией происходят выплаты дивидендов
в соответствии с процессом Dt со скоростью δγtSt,
пропорциональной рисковой части капитала с ко
эффициентом δ, таким, что 0≤δ<r, т.е.
(1.4)
Тогда изменение капитала в задаче с дивидендами
происходит в виде
(1.5)
Из (1.3) следует, что
(1.6)
Тогда согласно (1.5), (1.6), Btdβt+Stdγt=dDt, что яв
ляется балансовым соотношением, заменяющим
условие самофинансируемости в стандартной зада
че [3]. Из (1.1), (1.3)–(1.5) следует, что капитал
определяется уравнением
(1.7)
Далее нам потребуется результат, связанный с
преобразованием мер вида
(1.8)
математические ожидания относительно которых
E и E* соответственно.
Теорема Гирсанова [1, 2]. Пусть Yt – диффузион
ный процесс, определяемый уравнением 
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где Wt – винеровский процесс. Пусть
причем
(1.9)
Тогда процесс Yt является винеровским относи
тельно меры P*.
Пусть Yt=Wt
μ−r+δ. Согласно (1.7)
(1.10)
Так как, согласно (1.10), b(τ,Yt)=(μ–r+δ)/σ, то
Так как 
то EZt
μ−r+δ=1, т.е. условие (1.9) для Zt
μ−r+δ выполняется.
Пусть P*=Pμ−r+δ, определяемая преобразованием
dPt
μ−r+δ =Zt
μ−r+δdPt, и пусть E*=E
μ−r+δ. Тогда, согласно тео
реме Гирсанова, процесс Wt
μ−r+δ вида (1.7) является ви
неровским относительно меры Pμ−r+δ, т.е. для   t>τ, 
Eμ−r+δ(Wt
μ−r+δ–Wτ
μ−r+δ|Fτ)=0, Eμ−r+δ([Wt
μ−r+δ–Wτ
μ−r+δ]2|Fτ)=t–τ.
Таким образом, обозначая через Law(.|P) и Law(.|Pμ−r+δ)
свойства процессов относительно Pи Pμ−r+δ, получаем
(1.11)
Тогда, согласно (1.2), (1.7), (1.11),
(1.12)
Таким образом, Law(S(μ,r,δ)|Pμ−r+δ)=Law(S(μ,r,δ)|P),
т.е. вероятностные свойства процесса S(μ,r,δ),
определяемого уравнением
относительно Pμ−r+δ совпадают со свойствами про
цесса S(r,δ), определяемого уравнением
(1.13)
относительно меры P.
Задача: сформировать портфель πt(δ)=(βt(δ),γt(δ))
таким образом, чтобы формирование капитала со
гласно (1.3) в конечный момент времени T обеспе
чило выполнение платежного условия XT=fT(S), где
(1.14)
является платежной функцией с последействием в
случае опциона купли (колл – опцион) [3].
В данной работе: 1) находится формула, опреде
ляющая рациональную (справедливую) стоимость
опциона CT(δ), как начального капитала X0=x, при
котором достигается выполнение платежного усло
вия; 2) находятся формулы, определяющие эволю
цию текущего капитала Xt(δ) и портфеляπt(δ)=(βt(δ),γt(δ)); 3) исследуются свойства решения.
2. Стоимость опциона
Поскольку платежная функция вида (1.14) яв
ляется естественной, то [3]
(2.1)
Согласно (1.1), (1.2), (1.12), (1.13)
(2.2)
(2.3)
Далее R=(–∞,+∞), N{a;b} – нормальное ра
спределение с параметрами a и b, а Ф(x) – функция
Лапласа, т.е. (Ф(x)=N{0;1}) 
Лемма 1 [2]. Пусть τx=inf{t≥0:σWt≥x}, x∈R.
Тогда процесс Wt* такой, что
является винеровским процессом.
Лемма 2. Пусть ϕ(y,z)≥0 – биномиальная функ
ция событий. Тогда
(2.4)
Доказательство. Относительно теоремы Гирсанова
Yt=ξt, b(t,Yt)=b(t,ξt)=h/σ, Zt=exp{–(h/σ)Wt–(h2/2σ2)t}.
Тогда последовательно с учетом (1.8), (2.3) получаем
т.е. пришли к (2.4). Лемма доказана.
Лемма 3. Пусть для t≤T
(2.5)
Тогда для x≤0 и h∈R функция распределения
P(mt≤x) и плотность вероятности p(t,x)=дP(mt≤x)/дx
имеют вид
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(2.6)
(2.7)
Доказательство. Пусть A и B – некоторые собы
тия. Тогда очевидно, что A=AB+AB– и
A=B+AB–, если B⊂A. Пусть 
Так как B⊂A, то
(2.8)
Так как σWt~N{0,σ2t}, то
(2.9)
Пусть где
I(D) – индикатор, т.е. EI(D)=P(D). Тогда с учетом
(2.4) и Леммы 1
(2.10)
Так как σWt<x для t<τx, то на интервале t∈[0,τx], где
Wt*=Wt, события {σWt*≥x} и {minτ≤t σWt*≤x} являются
несовместными. Таким образом, σWt*<2x–σWt. Тогда
(2.11)
и из (2.10), (2.11) следует
(2.12)
Так как I(σWt≤x)=I(Wt≤(x/σ)), а Wt~N{0;t}, то
(2.13)
Утверждение 1. Если
(2.14)
тo
(2.15)
Пусть X~N{a;d}. Тогда
(2.16)
(2.17)
Представление (2.15) для J следует из (2.14) в
результате элементарных преобразований, (2.16)
следует непосредственно из (2.14), (2.15), а (2.17) –
из (2.16) с учетом того, что 1–Ф(z)=Ф(–z).
Применение (2.16) к (2.13) дает, что
(2.18)
Использование (2.18) в (2.12) дает, что
(2.19)
Подстановка (2.9), (2.19) в (2.8) приводит к (2.6),
откуда непосредственно следует (2.7). Лемма дока
зана.
Теорема 1. Пусть
(2.20)
(2.21)
Тогда
(2.22)
где d1(δ)=d1(δ,t), d2(δ)=d2(δ,t) при t=0.
Доказательство. Из (2.1) с учетом (1.14), (2.2),
(2.3), (2.5) последовательно получаем
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Итак,
(2.23)
Используя (2.7) в (2.23), получаем
(2.24)
Вычисление интегралов в (2.24) (см. Приложение)
приводит к (2.22). Теорема доказана.
3. Портфель и капитал
Теорема 2. Капитал Xt(δ) и портфельπt(δ)=(γt(δ),βt(δ))  определяются формулами 
(3.1)
(3.2)
(3.3)
Доказательство. Из [3] следует
(3.4)
(3.5)
(3.6)
Из (2.1) и (3.4) следует, что вычисления по нахож
дению FT–t(s) аналогичны вычислениям по нахож
дению CT(δ) с заменой S0 на s, T на (T–t) и √–T на√⎯T–t⎯. Таким образом, получаем
(3.7)
Использование (3.7) в (3.4)–(3.6) приводит к
(3.1)–(3.3). Теорема доказана.
4. Свойства решения
I. Утверждение 2 [5]. В случае стандартного опцио
на купли, когда fT(S)=max(ST–K,0), где K – оговорен
ная цена продажи владельцем опциона рискового ак
тива в момент исполнения T, решение имеет вид:
(4.1)
(4.2)
(4.3)
(4.4)
(4.5)
Сравним CT(δ) и C~T(δ) при K=S0, когда цена ис
полнения в случае стандартного опциона равна на
чальной цене рискового актива. Из (2.20), (2.21),
(4.4) и (4.5) следует, что в этом случае d~1(δ)=d1(δ),
d~2(δ)=d2(δ) и формула (4.1) принимает вид
(4.6)
Тогда согласно (2.22), (4.8)
Из (2.20), (2.21) и свойства Ф(y2)>Ф(y1) при y2>y1
следует, что ΔCT(δ)>0, т.е. CT(δ)>C~T(δ). Следова
тельно, при K=S0 цена опциона купли с последей
ствием всегда больше цены стандартного опциона
купли. Очевидно, что при цене исполнения опцио
на, равной min
0≤t≤T St, риск его неисполнения ниже, не
жели при цене исполнения K=S0. Поскольку за ме
ньший риск необходимо больше платить, то этим и
объясняется полученнoе свойство.
II. Если в случае стандартного опциона капитал
формируется из рисковых и безрисковых активов
(γ~t(δ)≠0,β~t(δ)≠0), см. (4.3), причем безрисковые ак
тивы берутся в долг (β~t(δ)<0), то в случае опциона
с последействием капитал формируется только на
основе рискового актива βt(δ)=0. Последнее объяс
няется тем, что платежная функция зависит только
от цены рискового актива.
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III. Теорема 3. Асимптотические свойства реше
ния заключаются в следующем: 
Доказательство сформулированных результатов
проводится непосредственно с использованием 
свойств функции Лапласа:
Ф(x) – непрерывна справа по x.
Экономическая интерпретация этих свойств
очевидна: стоимость опциона равна нулю в ситуа
ции, когда предъявлять его к исполнению не имеет
смысла; стоимость опциона резко возрастает, когда
он всегда будет предъявлен к исполнению.
Обозначения и терминология соответствуют
принятым [1–5].
ПРИЛОЖЕНИЕ
Пусть
(П.1)
Из сравнения (П.1) с (2.14), (2.17), следует: b=0,
c=1, a=hT, d=σ2T. Тогда согласно (2.17) с учетом
(2.3) из (П.1) следует
(П.2)
Пусть
Воспользуемся формулой интегрирования по ча
стям ∫udv=uv–∫vdu. Возьмем  
Тогда  
и следовательно
(П.3)
Как и при нахождении J1 для вычисления интегра
ла в (П.3) применим Утверждение 1. Из сравнения
(П.3) с (2.14), (2.17) следует: b=0, c=(2h/σ2)+1,
a=–hT, d=σ2T. Тогда согласно (П.2) с учетом (2.3)
из (П.3) следует
(П.4)
Пусть
(П.5)
Из сравнения (П.5) с (П.3) следует, что вычисление
J1 аналогично вычислению интеграла в (П.3), т.е.,
согласно (П.4),
(П.6)
Использование (П.2), (П.4), (П.6) в (2.24) с учетом
(2.20), (2.21) и свойства 1=Ф(z)+Ф(–z) приводит к
(2.22).
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